Chapitre 43
Sous-espaces affines
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Hypothese

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.
E désigne un K-espace vectoriel.

On se place dans le plan R? dont on note O I'origine. Pour tout vecteur U € R?, il existe un unique point M du
plan tel que U = OM. Réciproquement, pour tout point M dans le plan, il existe un unique vecteur U de R? tel
que OM = . Ceci permet en pratique d’identifier M et e

id. =
M oM =1

Ce méme raisonnement est valide dans R?, et méme dans le K-e.v. E : on prendra alors pour origine le point
O = Og. Cette identification permet par exemple d’écrire

B=A+ARB

1 Généralités

| Définition 43.1 I_

Soit i/ € E.On appelle translation de vecteur u I'application

T E—E
B— B+

1.1 Sous-espace affine

Rappel : étant donné a € E et un s.e.v. F' de E, on note

a+F:={a+ulucF}
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Sous-espaces affines

On a en particulier, pour toutv € E :

Définition 43.2 I_

Soit . C E une partie quelconque. On dit que .# est un sous-espace affine (abrégé s.e.a.) de E s'il existe
un point (ou vecteur) a € E etuns.e.v. F de E tels que

F =a+F

e Un tels.e.v. F associé a .7 est alors unique : on I'appelle la direction de .7 .

e Tout vecteur de F est appelé un vecteur directeur de .%.

e Si F est de dimension finie, on appelle dimension de .%# la dimension de F'.

Exemple 1. Dans E = R?, on pose
F ={(x,y,2) € R3 ‘ z=3}={(x,»3) ‘x,y eR}
1l s’agit d’'un plan horizontal qui n’est pas un s.e.v. car (0,0,0) ¢ .%. Cependant, c’est un s.e.a. car
Z =(0,0,3)+F  avec F:{(x,y,O)‘x,yGR}
et ' estbien un s.e.v.

Remarque. On peut voir le s.e.a. % = a+ F comme étant I'’ensemble des points qui se situent sur une “copie
parallele” de F qui passe par le point a.

Notation. Dans ce chapitre, on notera les s.e.v. de E avec des lettres droites (F, G, H ...), et les sous-espaces
affines avec des lettres cursives (%, ¥, 7 ...).

Si .7 estuns.e.a. de E, alors il n'y a pas unicité du vecteur a de E tel que .% = a+ F (contrairement au
s.e.v. F qui lui est unique).

| Théoréme 43.3 |

Soit.# uns.e.a. de E. Soita € E et F un s.e.v. de E tels que .# = a+ F.Pour toutd’ € .%,ona

F =d +F

Autrement dit, pour tous a,a’ €.Z%,onaa+F = d+F=%.
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Sous-espaces affines

Démonstration.

En échangeant les roles de a et de @', on montre de méme que @’ + F C 7. O

Exemple 2. On reprend I'exemple précédent ol1 .% est le plan d’équation z = 3. On a vu que

Z ={(x,»3) | x,yeR}
=(0,0,3)+F  avecF ={(x,y,0) | x,y e R}

Comme (par exemple) le vecteur @’ = (2,—1,3) appartient a.%, on peut écrire :
F =d+F

En effet :

X +2,y-1,3)| ¥,y eR}
)_173)+ {(-x/7y/70) }xlhyl € R}
=d+F

F ={(x,53) |x,y€]R}
={(
-2

Exemple 3. Une droite affine est un sous-espace affine de dimension 1. Plus spécifiquement, si F' = Vect(7)
avec o0 = O, alors pour tout pointa € E :

a+F=a+Vect(w)={a+1d |t €R}

a-+ Vect(7) correspond a la droite qui passe par le point A ayant pour vecteur directeur .

G. Peltier 3/9



Sous-espaces affines

Exemple 4. Un plan affine est un sous-espace affine de
avec (i, V) libre, alors pour tout pointa € E :

a+F =Vect(W,V) =

dimension 2. Plus spécifiquement, si F = Vect(#, V)

a+ Vect(, V) correspond au plan qui passe par le point a ayant pour vecteurs directeurs i/ et V.

Exemple 5. Un singleton {a} est un sous-espace affine. En effet, ona {a} = ........ + o donc sa direction est

F=.... etla dimension de {a} est.........

Exemple 6. Tout s.e.v. F est en particulier un s.e.a. puisqu'on peut écrire F = ................

1.2 Propriétés de sous-espaces affines
Voici quelques propriétés basiques :
esaca+F (o721 TR

e SiacFalors a+F —=..........

Théoréme 43.4 |

Soita,d’ € E et F,F' deuxs.e.v.de E.

a+F=d+F «—

F=F e a—deF

Démonstration.

e Montrons le sens réciproque. Pour tout u € E,

uca+tlF < u—ack
< u—a+(a—d)EF cara—d €F
> u—dcF car F =F'
<= ucd+F
e Montrons le sens direct. Montrons d’abord que a —a’ € F.

Comme
ded+F =a+F

- . / /
on endéduitquea —a € F,ouencorequea —a’ € F. Par
P . / !/ :
symétrie, on aaussia —a € F'. Montrons maintenant que

F=F'.Pourtoutx € E:

xe€F <= a+x€a+F
= at+xecd+F
= a+x—d eF'
< x+(a—d)eF
— xcF cara—d € F’

Ainsi, F C F'. On montre de méme (ou par symétrie) que
F'CF.

D’ouI’équivalence.
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Sous-espaces affines

Théoréme 43.5 — Intersection de s.e.a. |
Soit.# =a+F et¥ =b+ Gdeuxs.e.a.de E. Alors :
e oubien ¥ N¥Y = o

e oubien.# N¥ estun s.e.a. de direction F N G.

Si.# N¥Y = @, ondit que .# et ¥ sont paralléles.

1.3 Hyperplans affines

Définition 43.6 |

On appelle hyperplan affine tout s.e.a. .# dont la direction F est un hyperplan (vectoriel) de E. E

On a vu que pour tout hyperplan F, il existe une forme linéaire non nulle ¢ : £ — K telle que

F=Kero={ucE|o@u)=0}

Théoréme 43.7 - Equation d’un hyperplan affine

Soit .# un hyperplan affine de E. Il existe une forme linéaire non nulle ¢ : E — K et un scalaire A tels que

Dans ce cas, la direction de .# est F = Ker ¢.

| Théoréme43.8 |

Deux hyperplans affines % = ¢ ' ({1}) et 4 = y~'({1}) sont paralléles si et seulement si la famille
(¢, y) estliée.

b
Exemple 7. Soita,b € Raveca < b. On pose E = ¢°([a,b],R). Lensemble .7 = {f €E| / f= 1} est un
a
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Sous-espaces affines

b
hyperplan affine de direction F = { fEE] / f= 0}. En effet, on peut vérifier que
a

b
o:f [ f
a
est une forme linéaire sur E (non nulle car ¢(id) = b —a > 0).

1.4 Sous-espace affines de R’ etde R*

On peut classifier tous les sous-espaces affines de R? et de R? selon leur dimension.

Rappel : si ¢ est une forme linéaire non nulle définie sur RR?, alors il existe un couple non nul (a,b) € R tels que

@(x,y) = ax+by

En effet, en notant (e}, e5) la base duale de la base canonique de RR?, il existe un unique couple (a,b) € R? tels
que ¢ = ae} + bes. De plus, comme ¢ est non nulle, on a (a,b) # (0,0).

Théoréme 43.9 — Sous-espaces affines de R>

Les sous-espaces affines de R? sont :
e Lensemble R?.
e Les droites affines, qui sont de la forme

{(x,y) eR? |ax+by=c}

aveca,b,c € Ret (a,b) # (0,0).

e Les singletons {a} avec a € R>.

Rappel : si ¢ est une forme linéaire définie sur R?, alors il existe un triplet non nul (a,b,c) € R? tels que

o(x,y,z) =ax+by+cz

Théoréme 43.10 — Sous-espaces affines de R’

Les sous-espaces affines de R3 sont :
e Lensemble R*

e Les plans affines, qui sont de la forme
{(X,y,z) S R3 | Clx-l-by-l—cz — d}

aveca,b,c,d € Ret (a,b,c) # (0,0,0).

e Les droites affines, qui sont de la forme
{a+1 |t €R} = a+ Vect(W)

aveca € R? et @ € R> non nul.

e Les singletons {a} aveca € R>.
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Sous-espaces affines

On a donné ci-dessus une forme cartésienne des plans affines et une forme paramétrique des droites affines,
mais on aurait pu faire I'inverse. On a vu les plans affines sous forme paramétrique a 'Exemple 4. Pour une droite
affine, on peut la réécrire comme I'intersection de deux plans affines non paralleles :

F = Papean Pa/7b’7c’7d/

avec
Pipea={(x,02) €R’|ax+by+cz=d}

et une définition similaire pour Py ;y . La condition de non-parallélisme étant équivalente a dire que les
vecteurs (a,b,c) et (a',b’,c') ne sont pas liés.

2 Equation affine

| Définition 43.11 |

Soit E et F deux K-e.v. On appelle équation affine toute équation d’'inconnue x € E de la forme :

¢(x)=b

avech € F et ¢ € L(E,F).On appelle équation homogene associée a ¢(x) = b 'équation :

Attention, on peut avoir F # R donc ¢ n’est pas nécessairement une forme linéaire.

Théoréme 43.12 |

Lensemble des solutions de I'équation affine ¢(x) = b, i.e.

est ou bien vide, ou bien un s.e.a. de E. Plus précisément :

En particulier, si S # &, on peut écrire S = a+ H avec
acS et H=Kerp={xcE|@(x)=0r}

e Unvecteur a € S est appelé solution particuliere (on a vu qu'un tel a n’est pas unique : S = a’ + H pour
toutd € S).

e L'ensemble H est appelé 'ensemble des solutions de I'’équation homogéne.

e Une fois a et H déterminés, alors S = a+ H : toute solution x € S d'une équation affine s’écrit comme la
somme d’'une solution particuliere et d'une solution “générale” de I'’équation homogene.
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Sous-espaces affines

Exemple 8. SoitA € M, ,(K) et B € M, ;(K). On considere I'équation AX = B d'inconnue X € M, |(K):

o Réécriture affine : 1'équation se réécrit ¢ (X) = B avec

o E—F avec E=......
X — AX F=.....

On vérifie que @ est une application linéaire.

o Résolution de 'équation homogeéne : I'équation homogeéne est
AX =0y

On a vu que I'ensemble des solutions de cette équation est H = KerA.

o Existence d’'une solution particuliere : 'équation AX = B a une solution si et seulement si B € ImA (onl'a
vu au chapitre “Matrices et applications linéaires”). Si B € ImA, notons X,,,; une telle solution.

o Solution générale: Si B ¢ ImA, alors S = &. Si B € ImA, alors

S — Xpan‘ +H — Xpar[ + KerA

Exemple 9. Soita,b € R. Léquation u,,+| = au, + b d'inconnue (u,),cn est une équation affine :

o Réécriture affine :1'équation seréécrit............... avec:
0. E—F avec E=......
T F=......

On vérifie que ¢ est une application linéaire.

o Résolution de I'équation homogene :

o Existence d’'une solution particuliére :

o Solution générale :
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